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Re´sume´
Dans cet article, nous de´finissons les notions de connexion de Weyl ALF et de masse
conforme associe´e. Nous de´montrons un the´ore`me de la masse positive pour les structures
de Weyl ALF.
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Introduction
En ge´ome´trie, diffe´rents invariants ge´ome´triques, appele´s masse, sont associe´es a` des
varie´te´s diffe´rentielles non compactes asymptotiques, dans un certain sens, a` des varie´te´s
mode`les a` l’infini. Le cas le plus classique est celui des varie´te´s asymptotiquement plates dont
le mode`le a` l’infini est l’espace euclidien. Une varie´te´ riemannienne (M,g) est asymptotique-
ment plate (a` un seul bout) s’il existe un compact K de M tel que M \K est diffe´omorphe a`
l’exte´rieur d’une boule de Rn et tel que la me´trique g est asymptotique, dans un certain sens,
a` la me´trique euclidienne de Rn sur l’ouvert M \K. Sous certaines conditions, un invariant
ge´ome´trique, calcule´ a` l’infini, peut eˆtre associe´ a` la varie´te´ asymptotiquement plate (M,g).
Cet invariant est la masse de (M,g) et lorsqu’il est bien de´fini, son expression est la suivante :
m(g) = lim
r→∞
∫
Sr
n∑
i,j=1
(∂igij − ∂jgii)∂jydz,
ou` Sr est la sphe`re standard de rayon r de R
n. La conjecture de la masse positive est la
suivante :
Conjecture de la masse positive. Soit (M,g) une varie´te´ asymptotiquement plate de
dimension n > 3. Supposons que la masse de (M,g) est bien de´finie. Si la courbure scalaire
de g est positive, la masse est positive. De plus, la masse est nulle si et seulement si (M,g)
est isome´trique a` l’espace euclidien.
Ce proble`me trouve ses origines dans la physique. En effet, pour certains exemples, comme
la me´trique de Schwarzschild de R4 (voir [7]), la masse est un parame`tre qui correspond a`
la masse des physiciens, et il est naturel que cette quantite´ soit positive dans de bonnes
conditions. Re´cemment, J. Lohkamp a annonce´ une preuve de la conjecture dans [8]. Jusqu’a`
maintenant, nous n’avions que des preuves partielles dont la preuve de E. Witten pour les
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varie´te´s spinorielles de dimension quelconque [14]. Pour des informations plus pre´cises sur ce
sujet, le lecteur pourra consulter [1], [7] ou [11].
La notion de masse a e´te´ aussi introduite pour d’autres types de varie´te´s non compactes.
Un the´ore`me de la masse positive est de´montre´ pour des varie´te´s asymptotiquement hyperbo-
liques par P. Chrus`ciel et M. Herzlich [5] et pour des varie´te´s asymptotiquement hyperboliques
complexes par V. Minerbe et D. Maerten [10]. V. Minerbe de´montre e´galement un the´ore`me
de la masse positive pour les varie´te´s ALF (Asymptotically Locally Flat) dans [9].
Dans cet article, nous allons nous inte´resser particulie`rement au travaux de V. Minerbe
[9]. Une varie´te´ riemannienne (M,g) est ALF s’il existe un compact K de M tel que M \K
est diffe´omorphe a` l’espace total X d’une fibration en cercle au-dessus de Rm \ BR, ou` BR
est la boule standard de rayon R, et tel que la me´trique g est asymptotique a` une me´trique
mode`le h sur X. L’espace total X muni de la me´trique h est le mode`le a` l’infini. L’exemple le
plus simple est le produit Rn×S1 muni de la me´trique produit. Dans ce cadre, la masse d’une
varie´te´ ALF est une forme quadratique positive lorsque la courbure de Ricci de la varie´te´ est
positive.
Re´cemment, dans [12], nous avons e´tendue la notion de varie´te´ asymptotiquement plate
au cas des varie´te´s conformes. En ge´ome´trie conforme, le roˆle de la connexion de Levi-Civita
en ge´ome´trie riemannienne est joue´ par l’espace affine des connexions de Weyl qui sont des
connexions sans torsion pre´servant la classe conforme de la varie´te´. En particulier, pour chaque
me´trique g de la classe conforme, la connexion de Levi-Civita de g, note´e∇g, est une connexion
de Weyl et toute connexion de Weyl D sur la varie´te´ conforme (M, c) s’e´crit sous la forme
suivante :
DYX = ∇
g
YX + θg(Y )X + θg(X)Y − g(X,Y )θ
♯
g,
ou` θg est la 1-forme de Lee de D relativement a` la me´trique g et θ
♯
g est le dual riemannien
de θg relativement a` g. La donne´e (M, c,D), ou` D est une connexion de Weyl sur la varie´te´
conforme (M, c), est appele´e structure de Weyl. Pour plus de de´tails concernant les structures
de Weyl nous renvoyons le lecteur inte´resse´ a` [3], [4] et [6].
Une structure de Weyl (M, c,D) est asymptotiquement plate s’il existe une me´trique g
dans la classe conforme c telle que (M,g) est asymptotiquement plate au sens pre´ce´dent et
si la 1-forme de Lee de D relativement a` g satisfait certaines hypothe`ses de de´croissance a`
l’infini. La me´trique g est alors appele´e me´trique adapte´e pour (M, c,D). Nous de´finissons
la masse conforme, note´e m(D), d’une structure de Weyl asymptotiquement plate (M, c,D)
e´value´e en une me´trique adapte´e g par la formule suivante :
m(D)(g) = m(g) + 2(n − 1)
∫
M
δg(θg)vg, (1)
ou` δg est la divergence relative a` g, vg la forme volume sur M de´finie par g et m(g) la
masse riemannienne de g de´finie pre´ce´demment (les conditions de de´croissance a` l’infini sur
θg impliquent la convergence de l’inte´grale). Nous de´montrons en fait que la masse conforme
ne de´pend pas de la me´trique adapte´e choisie. Le the´ore`me de la masse positive conforme
suivant lui est associe´ :
The´oreme 0.1. ([12] Theorem 2.4.4) Soit (M, c,D) une structure de Weyl asymptotiquement
plate. Si la courbure scalaire de D est positive, la masse conforme m(D) est positive. Le masse
est nulle si et seulement si (M, c) est isomorphe a` l’espace Rn muni de sa structure conforme
canonique.
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Le but de cet article est d’e´tendre la the´orie des structures de Weyl asymptotiquement
plates de´veloppe´e dans [12] au cas des varie´te´s ALF. La formule de Bochner joue un roˆle central
dans la construction de la masse des varie´te´s ALF et dans la de´monstration du the´ore`me de
la masse positive associe´.
Dans la premie`re partie de cet article, nous pre´sentons la the´orie des connexions de Weyl
et nous de´montrons la formule de Bochner conforme. Nous rappelons ensuite, dans la seconde
partie, les points essentielles concernant le the´ore`me de la masse positive pour les varie´te´s
ALF. Enfin, dans la troisie`me partie, nous de´finissons la notion de structure de Weyl ALF et
de´montrons le the´ore`me de la masse positive conforme associe´.
Ce travail constitue une partie de la the`se de l’auteur sous la direction de Paul Gauduchon
et Andrei Moroianu. Je les remercie chaleureusement tous deux pour leur soutien et leurs
encouragements. Ce travail est e´galement soutenu par l’ANR ACG (Aspects Conformes de la
Ge´ome´trie) re´cemment constitue´e.
1 Formule de Bochner conforme
Nous pre´sentons dans un premier temps les objets de ge´ome´trie conforme dont nous aurons
besoin. Puis dans un second temps, nous de´montrons la formule de Bochner conforme sous
deux formes diffe´rentes.
1.1 Structures de Weyl
Soit M une varie´te´ diffe´rentiable oriente´e de dimension n. Rappelons que sur toute varie´te´
il existe une famille de fibre´s en droite re´elles, note´s Lk avec k re´el, de´finis par Lk =
GL(M) ×|det |k/n R, ou` Gl(M) est le fibre´ des repe`res de TM . Les sections du fibre´ L
k sont
les densite´s de poids k. Ces fibre´s sont orientables donc triviaux. Nous de´finissons e´galement
le fibre´ des densite´s positives, note´ Lk+, par L
k
+ = GL(M) ×|det |k/n R
>0. Notons L le fibre´
des densite´s de poids 1 et remarquons que, lorsque k est un entier positif, Lk est le produit
tensoriel de k copies du fibre´ L.
Nous allons maintenant de´finir la notion de connexion de Weyl sur une varie´te´ conforme.
Soit (M, c) une varie´te´ conforme. La structure conforme c sur M peut eˆtre vue comme une
section normalise´e du fibre´ L−2 ⊗ S2(T ∗M) telle que c(X,X) ∈ L2+, pour tout vecteur non
nul X. La section c est normalise´e lorsque Λnc est l’isomorphisme naturel entre ΛnT ∗M ⊗
ΛnT ∗M et L−2n. Nous avons une correspondance biunivoque entre les me´triques dans la classe
conforme c de M est les sections positives du fibre´ L : la me´trique g relative a` une section l
de L est donne´e par g = l−2c. La donne´e d’une me´trique g dans c trivialise le fibre´ L. Une
connexion de Weyl sur (M, c) est une connexion line´aire sur L. Soit D une connexion line´aire
sur L. Cette connexion induit une connexion sans torsion sur le fibre´ tangent TM deM . Nous
notons e´galement D la connexion sans torsion sur TM induite par la connexion line´aire D. De
fac¸on e´quivalente, une connexion de Weyl sur (M, c) est une connexion sans torsion sur TM
pre´servant la structure conforme. Le fait que D pre´serve la structure conforme signifie que
Dc = 0, ou` D agit en tant que connexion sur L et TM . Nous dirons que la donne´ (M, c,D),
ou` D est une connexion de Weyl sur (M, c), est une structure de Weyl.
Soient D et D′ deux connexions de Weyl sur (M, c). L’espace des connexions de Weyl
sur (M, c) est un espace affine modele´ sur les 1-formes re´elles sur M . En effet, la diffe´rence
entre deux connexions de Weyl D et D′ de´finit une 1-forme sur M a` valeurs dans End(TM).
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Cependant, le fibre´ L est trivial et par conse´quent θ = D−D′ est une 1-forme surM a` valeurs
re´elles. La relation D = D′ + θ s’e´tent au fibre´ TM de la fac¸on suivante [12] :
DYX = D
′
YX + θ(Y )X + θ(X)Y − c(X,Y )θ
♯, (2)
ou` ♯ et ♭ sont les isomorphismes musicaux de´finis par la structure conforme c. En particulier,
pour une me´trique g dans la classe conforme c, la connexion de Levi-Civita de g est une
connexion de Weyl. Notons ∇g la connexion de Levi-Civita de g et θg la 1-forme satisfaisant
D −∇g = θg sur L. La 1-forme θg est la 1-forme de Lee de D relative a` g.
La courbure de D, en tant que connexion line´aire sur L, est une 2-forme re´elle sur M
note´e FD et appele´e courbure de Faraday. La courbure de Faraday est une 2-forme ferme´e et
particulier, pour toute me´trique g dans la classe conforme c, nous avons FD = dθg.
La courbure de Weyl de D, note´e RD, est la courbure de D conside´re´e comme connexion
sur TM et de´finie par :
RDX,Y Z = DXDY Z −DYDXZ −D[X,Y ]Z,
pour tout champs de vecteurs X, Y et Z. Contrairement a` la courbure riemannienne, le
tenseur de courbure RD n’est pas antisyme´trique en tant qu’endomorphisme de TM . En
effet, la courbure de Faraday est la partie syme´trique de RD. Nous avons la de´composition
suivante :
RD = RD,a + FD ⊗ Id, (3)
ou` RD,a est la partie antisyme´trique de la courbure de D et ou` Id est l’identite´ des endomor-
phismes de TM . La courbure de Ricci de la connexion de Weyl D est donne´e par :
RicD(X,Y ) = trace(Z 7→ RDZ,XY ).
L’ope´rateur de Ricci de la connexion de Weyl, encore note´ RicD, est l’application line´aire de
TM dans TM ⊗ L−2 de´finie par :
c(RicD(X), Y ) = RicD(X,Y ).
Dans la base c-orthonorme´e {ei}i=1...n, nous avons l’e´criture locale suivante :
RicD(X) =
n∑
i=1
(RD,aX,eiei)l
−2, (4)
ou` l est la section de L associe´e a` la base c-orthonorme´e {ei}i=1...n. La courbure Ric
D est une
section du fibre´ T ∗M ⊗ T ∗M . La courbure scalaire de D, note´e ScalD, est de´finie par :
ScalD = trc(Ric
D).
Ainsi, la courbure scalaire de D est une densite´ de poids 2. Pour plus d’informations, le lecteur
inte´resse´ pourra consulter [3], [4], [6], [12] et [13].
4
1.2 Formule de Bochner conforme
Pour une varie´te´ riemannienne (M,g), la formule de Bochner (voir [2] page 56− 58 ) est
donne´e par :
(Dg)2α = ∆gα+Ricg(α), ∀α ∈ T ∗M, (5)
ou` ∆g, Ricg et Dg sont respectivement l’ope´rateur Laplacien, l’ope´rateur de Ricci et l’ope´rateur
de Dirac relatifs a` la me´trique g. L’ope´rateur de Dirac agissant sur les formes est donne´ par
D
g = δg + d, ou` δg est la divergence de´finie par g et d la diffe´rentielle exte´rieure sur M .
Le Laplacien est de´fini par ∆g = −tr(Dg ◦ Dg), ou` Dg est la connexion de Levi-Civita de
g. Dans la suite de cette section, nous allons e´tablir une version conforme de la formule de
Bochner. Pour cela, nous commenc¸ons par de´finir les ope´rateurs conformes analogues a` ceux
intervenant dans le cas riemannien.
Soit (M, c,D) une structure de Weyl. De´finissons l’ope´rateur de divergence conforme relatif
a` D, note´ δD, et la diffe´rentielle exte´rieure, note´e dD, induite par la connexion sans torsion D.
Dans une base c-orthonorme´e {ei}i=1...n, les ope´rateurs δ
D : Lk⊗ΛpT ∗M → Lk−2⊗Λp−1T ∗M
et dD : Lk ⊗ ΛpT ∗M → Lk ⊗ Λp+1T ∗M sont de´finis par les formules suivantes :
δDω = −
n∑
i=1
(eiyDeiω)l
−2 et dDω =
n∑
i=1
e∗i ∧Deiω, (6)
ou` {e∗i }i=1...n est la base duale alge´brique de {ei}i=1...n et l la section de L associe´e a` la base
c-orthonorme´e {ei}i=1...n. Une section ω du fibre´ L
k⊗ΛpM est aussi appele´e p-forme de poids
k. Nous e´tudions maintenant le lien entre deux ope´rateurs diffe´rentiels ou deux ope´rateurs de
divergence conforme associe´s a` deux connexions de Weyl distinctes. Par la suite, nous aurons
besoin de comparer les ope´rateurs dD et δD a` leur correspondant riemanniens lorsque qu’une
me´trique sera fixe´e dans c.
Lemme 1.1. Soient D˜ et D deux connexions de Weyl sur (M, c) telles que D˜ = D+ θ. Pour
toute p-forme ω de poids k, c’est-a`-dire ω ∈ C∞(ΛpT ∗M ⊗ Lk), nous avons :
D˜Xω = DXω + (k − p)θ(X)ω − θ ∧ (Xyω) +X
♭ ∧ (θ♯yω), ∀X ∈ TM. (7)
En particulier, si α ∈ C∞(T ∗M ⊗ Lk), nous avons :
D˜α = Dα+ (k − 1)θ ⊗ α− α⊗ θ + c(α, θ)c. (8)
De´monstration. Soit ω dans C∞(ΛpT ∗M ⊗ Lk). Les connexions de Weyl agissant sur les
p-formes de poids k sont relie´es par la forme suivante :
D˜Xω = DXω + (k − p)θ(X)ω + dν(θ ∧X)(ω), (9)
ou` ν est la repre´sentation de´finissant le fibre´ cotangent T ∗M comme fibre´ associe´ au fibre´
principal des repe`res de TM . Soit {X1, . . . ,Xp} une famille de p vecteurs de TM , nous
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avons :
dν(θ ∧X)(ω)(X1, . . . ,Xp) =−
n∑
i=1
ω(X1, . . . , (θ ∧X)Xi, . . . ,Xn)
=−
p∑
i=1
θ(Xi)ω(X1, . . . ,Xi−1, Y, . . . ,Xp)
+
p∑
i=1
c(Y,Xi)ω(X1, . . . ,Xi−1, θ
♯, . . . ,Xp)
=−
p∑
i=1
(−1)i−1θ(Xi)ω(Y,X1, . . . ,Xp)
+
p∑
i=1
(−1)i−1c(Y,Xi)ω(θ
♯,X1, . . . ,Xp)
=− θ ∧ (Y yω)(X1, . . . ,Xp) + Y
♭ ∧ (θ♯yω)(X1, . . . ,Xp).
Ce calcul nous donne bien la formule souhaite´e :
D˜Xω = DXω + (k − p)θ(X)ω − θ ∧ (Xyω) +X
♭ ∧ (θ♯yω).
Nous en de´duisons imme´diatement le corollaire suivant :
Corollaire 1.2. Soient D˜ et D deux connexions de Weyl sur (M, c) telles que D˜ = D + θ.
Nous avons :
dD˜ω = dDω + kθ ∧ ω, ∀ω ∈ C∞(ΛpT ∗M ⊗ Lk). (10)
De la meˆme fac¸on, nous pouvons montrer la proposition suivante :
Proposition 1.3. Soient D˜ et D deux connexions de Weyl sur (M, c) telles que D˜ = D+ θ.
Nous avons :
δD˜(ω) = δD(ω) + (2− n− k + p)θ♯yω, ∀ω ∈ C∞(ΛpT ∗M ⊗ Lk). (11)
Si g est une me´trique dans c, les ope´rateurs δg et d peuvent eˆtre conside´re´s comme les
ope´rateurs de divergence conforme et comme la diffe´rentielle relative a` la connexion de Levi-
civita ∇g de g qui, en particulier, est une connexion de Weyl. Les formules (10) et (11)
pre´ce´dentes nous permettent notamment de relier les ope´rateurs δD et dD aux ope´rateur δg
et d respectivement. Commenc¸ons maintenant la de´monstration de la formule de Bochner
conforme en e´tablissant quelques formules pre´liminaires.
Proposition 1.4. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons la formule sui-
vante :
(dD)2ω = kFD ∧ ω, ∀ω ∈ C∞(Λ∗T ∗M ⊗ Lk). (12)
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De´monstration. Soit ∇ une connexion line´aire sur un fibre´ vectoriel E sur M . Soit d∇
l’ope´rateur diffe´rentielle associe´ a` ∇ agissant sur les formes sur M a` valeurs dans E. Pour
toute forme ψ a` valeurs dans E, nous avons la formule suivante :
(d∇)2ψ = R∇ ∧ ψ, (13)
ou` R∇ est la courbure de la connexion ∇. Dans notre situation, la courbure de la connexion
de Weyl D agissant sur les formes de poids k est kFD. Pour toute section ω de Λ∗T ∗M ⊗Lk,
nous avons :
(dD)2ω = kFD ∧ ω.
Nous allons maintenant e´tablir la formule de Bochner conforme. Nous pouvons conside´rer
l’ope´rateur dD + δD comme un ope´rateur de Dirac sur l’espace des formes a` poids, que nous
notons DD = dD + δD. Soit α une section de T ∗M ⊗Lk. En suivant la me´thode pour e´tablir
la formule de Bochner (5) (voir [2] page 56) et les re`gles de calcul des connexions sans torsion,
nous obtenons :
(δDdD + dDδD)α = ∆Dα+
n∑
i=1
(RDei,·α)(ei)l
−2, (14)
ou` ∆D est le Laplacien relatif a` D de´fini par ∆D = −trc(D ◦D). De plus, la courbure de la
connexion de Weyl agit sur les 1-formes de poids k de la fac¸on suivante :
(RDX,Y α)(Z) = kF
D(X,Y )α(Z)− α(RDX,Y Z), ∀α ∈ T
∗M ⊗ Lk. (15)
Pour tout X dant TM , les formules (14) et (15) nous donnent le calcul suivant :
((δDdD + dDδD)α)(X) =(∆Dα)(X) + k
n∑
i=1
FD(ei,X)α(ei)l
−2 − α
( n∑
i=1
(RDei,Xei)l
−2
)
,
=(∆Dα)(X) + kFD(α♯,X)− α(−RicD(X))
=(∆Dα)(X) + kFD(α♯,X) + c(RicD(X), α♯)
=(∆Dα)(X) + kFD(α♯,X) + RicD(X,α♯). (16)
Ainsi, en contractant par α la formule obtenue par le calcul (16) pre´ce´dent, nous obtenons :
〈(δDdD + dDδD)α,α〉 = 〈∆Dα,α〉 +RicD(α♯, α♯). (17)
De plus, en utilisant la formule (12), nous avons (DD)2α = δD(δDα) + (δDdD + dDδD)α +
kFD ∧ α. Il suffit alors de remarquer que δD(δDα) = 0 et que les formes α et FD ∧ α n’ont
pas le meˆme degre´ pour en de´duire la formule suivante :
〈(DD)2α,α〉 = 〈(δDdD + dDδD)α,α〉. (18)
D’apre`s les formules (17) et (18), nous obtenons la formule de Bochner conforme suivante :
The´oreme 1.5. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons :
〈(DD)2α,α〉 = 〈∆D(α), α〉 − RicD(α♯, α♯), ∀α ∈ C∞(T ∗M ⊗ Lk). (19)
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Nous terminons cette section en e´tablissant une version inte´grale de la formule de Bochner
conforme. Rappelons que les objets naturellement inte´grables sur une varie´te´ conforme sont
les densite´s de poids −n, c’est-a`-dire les sections du fibre´ L−n. Nous allons donc e´tablir une
formule de Bochner conforme mettant en jeux des sections de L−n. Notons 〈 , 〉 le produit
scalaire conforme sur les p-formes de poids quelconque induit par c.
Proposition 1.6. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons la formule sui-
vante :
〈Dα,Dα〉 +RicD(α♯, α♯)− 〈DDα,DDα〉 = −δD(ζα), (20)
ou` ζα(X) = 〈α,Dα + δ
D(α)X♭ −XydDα〉, pour tout X dans TM .
De´monstration. Soient α et β des 1-formes de poids k. Remarquons tout d’abord que, compte
tenu du degre´ des formes en pre´sence, nous avons :
〈(DD)2α, β〉 = 〈(δDdD + dDδD)α, β〉.
En suivant la meˆme de´monstration que pour la formule (12) page 512 dans [12], nous obte-
nons :
〈Dα,Dβ〉 = 〈∆D(β), α〉 − δD(〈α,Dβ〉), (21)
De fac¸on similaire, nous obtenons e´galement les deux formules suivantes :
〈dDα, dDβ〉 = 〈α, δDdDβ〉+ δD(ζ1α,β) et 〈δ
Dα, δDβ〉 = 〈α, dDδDβ〉+ δD(ζ2α,β), (22)
ou` ζ1α,β et ζ
2
α,β sont les 1-formes de poids 2k − 2 de´finies par :
ζ1α,β(X) = 〈α, δ
D(β)X♭〉 et ζ2α,β(X) = −〈α,Xyd
Dβ〉.
Les formes α et β ayant le meˆme degre´, nous avons :
〈DDα,DDβ〉 = 〈δDα, δDβ〉+ 〈dDα, dDβ〉. (23)
Ainsi, en sommant les e´quations donne´es par (22), nous obtenons :
〈DDα,DDβ〉 = 〈α, (DD)2β〉+ δD(ζα,β), (24)
ou` ζα,β(X) = 〈α, δ
D(β)X♭ −XydDβ〉. Posons α = β. Le the´ore`me 1.5 et les e´quations (24) et
(21) nous donnent imme´diatement le re´sultat souhaite´ :
〈Dα,Dα〉 +RicD(α♯, α♯)− 〈DDα,DDα〉 = −δD(ζα),
ou` ζα(X) = 〈α,Dα + δ
D(α)X♭ −XydDα〉.
Nous remarquons par exemple que Dα est une section du fibre´ Lk ⊗ T ∗M ⊗ T ∗M et que
ζα est une 1-forme de poids 2k − 2, par conse´quent, 〈Dα,Dα〉 et δ
D(ζα) sont des sections de
L2k−4. Les termes de l’e´quation (20) sont donc des sections du fibre´ L2k−4. Ces termes sont
des densite´s d’inte´gration si et seulement si k = (4 − n)/2. La proposition 1.6 ci-dessus nous
donne alors la seconde formule de Bochner conforme :
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The´oreme 1.7. Soient (M, c) une varie´te´ conforme oriente´e et Ω un compact de M . Pour
toute connexion de Weyl D sur (M, c) et pour toute 1-forme α de poids (4−n)/2, nous avons
la formule de Bochner conforme globale suivante :∫
Ω
(
|Dα|2 +RicD(α♯, α♯)− |DDα|2
)
= −
∫
Ω
δD(ζα), (25)
ou` ζα(X) = 〈α,DXα+ δ
D(α)X♭ −XydDα〉 pour tous champs de vecteurs X et, ou` |Dα|2 =
〈Dα,Dα〉 est la norme conforme induite par c.
2 Structures conformes ALF
2.1 Varie´te´s riemanniennes ALF
Nous allons rappeler le the´ore`me de la masse positive dans le cas des varie´te´s ALF
de´montre´ par V. Minerbe [9]. Commenc¸ons par de´crire de manie`re pre´cise l’espace mode`le a`
l’infini. Soit π : X → Rm \BR une fibration en cercles de longueur constante L, ou` BR est la
boule de Rm de rayon R. Soient xˇi les coordonne´es canoniques sur R
m. On note xi = π
∗xˇi les
coordonne´es induites sur X ; celles-ci de´finissent une distance r =
√
x21 + · · · x
2
m sur X. Soit S
le champs de vecteurs sur X engendre´ par l’action de S1. On pose T =
L
2π
S. Une connexion
η sur X est une 1-forme S1-invariante sur X telle que η(T ) = 1. Soit η une connexion sur X.
La 2-forme dη est le pull-back d’une 2-forme ω sur Rm. Supposons que dη = π∗ω posse`de les
proprie´te´s de de´croissance suivantes :
ω = O(r1−m) et dω = O(r−m)
Nous de´finissons la me´trique h sur X par :
h = π∗gRm + η
2 = dx2 + η2,
ou` gRm est la me´trique canonique sur R
m. L’espace (X, h) est l’espace mode`le a` l’infini pour
les varie´te´s ALF. Il y a deux exemples simples de tels espaces : la fibration triviale, ou` X est
le produit Rm × S1 muni de la me´trique produit h = dt2 + dx2, et la fibration de Hopf de
R
4 \{0} sur R3 \{0} munie de la me´trique h = dx2+η2, ou` η est la forme de contact standard
de S3 et dx2 le pull-back de la me´trique standard de R3.
De´finition 2.1. Soit (M,g) une varie´te´ riemannienne comple`te oriente´e de dimension m+1,
avec m > 3. La varie´te´ riemannienne (M,g) est ALF s’il existe un compact K de M tel
que M \K est diffe´omorphe a` X, ou` (X, h) est l’espace mode`le de´crit ci-dessus, et tel que la
me´trique g ve´rifie sur X les estimations suivantes :
g = h+O(r2−m), ∇hg = O(r1−m) et ∇h,2g = O(r−m),
ou` ∇h est la connexion de Levi-Civita de la me´trique h.
Soit (M,g) une varie´te´ ALF de dimensionm+1 asymptotique a` (X, h) a` l’infini. Notons que
(dx1, · · · , dxm, η) est une base h-orthonorme´e du fibre´ cotangent de X et soit (X1, · · · ,Xm, T )
sa base duale. Notons Z l’espace des champs de vecteurs engendre´ par {X1, · · · ,Xm}. Dans
le cas des varie´te´s asymptotiquement plates, la masse est une nombre re´el, en revanche, pour
une varie´te´ ALF la masse est une forme quadratique de´finie sur l’espace Z .
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De´finition 2.2. (V. Minerbe, [9] Definition 2 page 944) La masse de (M,g) est la forme
quadratique Qg de´finie sur Z par :
Qg(Z) =
1
ωnL
lim sup
r→∞
∫
∂Br
∗hqg,h(Z), (26)
pour tout champs de vecteurs Z dans Z . Le volume de la sphe`re standard Sm−1 est note´ ωn,
∗h est l’ope´rateur de Hodge relatif a` h et la quantite´ qg,h(Z) est donne´e par :
qg,h(Z) = −(divhg)(Z)α˜Z −
1
2
(
d(trhg)(Z)α˜Z + d(g(Z,Z))
)
, (27)
ou` α˜Z est la 1-forme duale de Z relativement a` la me´trique h.
Le the´ore`me de la masse positive correspondant est le suivant :
The´oreme 2.3. (V. Minerbe, [9] Theorem 3 page 944). Soit (M,g) une varie´te´ riemannienne
comple`te, oriente´e, et de dimension m+ 1, avec m > 3. Supposons que (M,g) est ALF et de
courbure de Ricci positif ou nulle. Alors la masse Qg,h est une forme quadratique positive, et
celle-ci est nulle si et seulement si (M,g) est le produit standard Rn × S1.
Terminons cette section par un lemme central dans la the´orie de la masse positive ALF
et dont nous aurons besoin par la suite.
Lemme 2.4. (V. Minerbe, [9] Lemma 6 page 942) Soit (M,g) une varie´te´ ALF. Soient Z
dans Z et α˜Z la forme duale de Z relativement a` la me´trique h. Alors il existe une 1-forme
αZ sur M telle que (d+ δ)αZ = 0 et satisfaisant les conditions suivantes :
αZ − α˜Z = O(r
2−m+ε) et r−2+m−2ε∇g(αZ − α˜Z) ∈ L
1, (28)
ou` ∇g est la connexion de Levi-Civita de g.
2.2 Structures de Weyl ALF
3 Structures de Weyl ALF
Dans cette partie, nous appliquons la the´orie des connexions de Weyl asymptotiquement
plates [12] aux varie´te´s ALF. Nous conservons les notations introduites pre´ce´demment.
De´finition 3.1. La structure de Weyl (M, c,D) est ALF de dimension m+ 1 s’il existe une
me´trique g dans c telle que la varie´te´ riemannienne (M,g) est ALF et telle que la forme de
Lee θg de D relative a` g satisfait, sur X, les conditions de de´croissance suivantes :
θg = O(r
1−m) et dθg = O(r
2−m). (29)
Une me´trique g satisfaisant les conditions pre´ce´dentes est une me´trique adapte´e pour la struc-
ture de Weyl ALF (M, c,D).
Cette de´finition e´tend la notion de varie´te´ ALF au cadre conforme. Nous allons de´finir la
masse conforme associe´e a` une structure de Weyl ALF. Comme pour la masse conforme d’une
structure de Weyl asymptotiquement plate, voir [12], la masse conforme d’une structure de
Weyl ALF sera e´value´e en une me´trique adapte´e g. Nous montrons alors que la masse est
inde´pendante du choix d’une telle me´trique. Notons 〈 , 〉h et | |h respectivement le produit
scalaire et la norme relatifs a` la me´trique h sur X induits sur les formes de M .
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De´finition 3.2. Soient (M, c,D) une structure de Weyl ALF de dimension m + 1 et g une
me´trique adapte´e pour (M, c,D). La masse conforme associe´e a` (M, c,D) e´value´e en g, que
nous notons mDh (g), est la forme quadratique sur Z de´finie par :
mDh (g)(Z) = Qg(Z) +
1
ωnL
lim sup
r→∞
∫
∂Br
∗h
(
(1−m)〈θg, α˜Z〉hα˜Z − |α˜Z |
2
hθg
)
, ∀Z ∈ Z .
(30)
La forme quadratique Qg est la masse de la varie´te´ ALF (M,g) donne´e par la de´finition 2.2
et α˜Z est la forme duale de Z relativement a` h.
Nous allons montrer que cette masse ne de´pend pas du choix de la me´trique adapte´e
choisie. Caracte´risons l’espace des me´triques adapte´es dans c. Nous conside´rons l’espace de
fonctions F de´fini par :
F = {f ∈ C∞(M, ]0,+∞[) : f − 1 = O(r2−m), ∂kf = O(r
1−m) et ∂l∂kf = O(r
−m)}. (31)
Nous avons la proposition suivante :
Proposition 3.3. Soit g une me´trique adapte´e pour la structure de Weyl ALF (M, c,D).
Conside´rons le changement conforme g˜ = fg. La me´trique g˜ est adapte´e pour (M, c,D) si et
seulement si f appartient a` F .
De´monstration. D’apre`s la de´finition des varie´te´s ALF, sur X, nous avons gij = hij + aij ,
ou` aij = O(r
2−m), ∂kaij = O(r
1−m) et ∂l∂kaij = O(r
−m). Nous e´crivons g˜ij = hij + (f −
1)hij + faij. Nous posons bij = (f − 1)hij + faij. Si f appartient a` F , nous avons bij =
O(r2−m), ∂kbij = O(r
1−m) et ∂l∂kbij = O(r
−m). Ainsi, si f appartient a` F , la me´trique
g˜ est ALF. Supposons que g˜ est une me´trique ALF. Nous avons alors g˜ij = hij + bij, ou`
bij = O(r
2−m), ∂kbij = O(r
1−m) et ∂l∂kbij = O(r
−m). De plus, comme g˜ = fg, nous avons
hij + bij = f(hij + aij). Ainsi, il est clair que f est borne´e. L’e´galite´ (f − 1)hij = bij − faij
montre alors que f − 1 = O(r2−m). De la meˆme fac¸on, nous montrons que ∂kf = O(r
1−m) et
∂l∂kf = O(r
−m). Donc, la fonction f appartient a` F .
Afin de de´montrer l’invariance de la masse conforme de (M, c,D), nous e´tablissons pre´alablement
la formule de changement conforme de la masse Qg de la varie´te´ ALF (M,g).
Proposition 3.4. Soit g˜ = fg, ou` le changement conforme f est une fonction dans F . Nous
avons alors la formule suivante :
Qg˜(Z) = Qg(Z) +
1
2ωnL
lim sup
r→∞
∫
∂Br
∗h
(
(1−m)〈df, α˜Z〉hα˜Z − |α˜Z |
2
hdf
)
, ∀Z ∈ Z , (32)
ou` α˜Z est la forme duale de Z relativement a` h.
De´monstration. Soit Z dans Z . Re´e´crivons le terme qg˜,h(Z), de´fini par (27), dans la base
(X1, . . . ,Xm,Xm+1), ou` Xm+1 = T . En utilisant la convention d’Einstein pour les indices
redondants, nous avons :
qg˜,h(Z) = (∇
h
Xb
g˜)(Xb, Z)α˜Z −
1
2
d(g˜(Xb,Xb))(Z)α˜Z −
1
2
d(g˜(Z,Z)). (33)
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En exprimant le terme de droite de l’e´quation (33) en fonction de f et de g, nous obtenons :
qg˜,h(Z) = fqg,h(Z) + df(Xb)g(Xb, Z)α˜Z −
1
2
df(Z)g(Xb,Xb)α˜Z −
1
2
g(Z,Z)df. (34)
Par hypothe`se, nous avons g = h + O(r2−m) et df = O(r1−m). Par conse´quent, l’e´quation
(34) nous donne :
qg˜,h(Z) =fqg,h(Z) + df(Xb)h(Xb, Z)α˜Z −
(m+ 1)
2
df(Z)α˜Z −
1
2
h(Z,Z)df +O(r3−2m)
=fqg,h(Z) + df(Z)α˜Z −
(m+ 1)
2
df(Z)α˜Z −
1
2
|α˜Z |
2
hdf +O(r
3−2m)
=fqg,h(Z)−
(m− 1)
2
df(Z)α˜Z −
1
2
|α˜Z |
2
hdf +O(r
3−2m).
Cependant, par de´finition de α˜Z , df(Z) = 〈df, α˜Z〉h. De plus, par hypothe`se, f = 1+O(r
2−m)
et qg,h(Z) = O(r
1−m), donc fqg,h(Z) = qg,h(Z)+O(r
3−2m). Ainsi, d’apre`s le calcul pre´ce´dent,
nous avons la formule suivante :
qg˜,h(Z) = qg,h(Z)−
1
2
|α˜|2hdf +
(1−m)
2
〈df, α˜〉hα˜+O(r
3−2m). (35)
Enfin, en inte´grant la formule (35) sur les sphe`res de rayon R de Rm+1 et en passant a` la
limite supe´rieure, nous obtenons la formule souhaite´e :
Qg˜(Z) = Qg(Z) +
1
2ωnL
lim sup
r→∞
∫
∂Br
∗h
(
(1−m)〈df, α˜〉hα˜− |α˜|
2
hdf
)
. (36)
Soit (M, c,D) une structure de Weyl ALF. Nous savons comment e´volue la forme de Lee
de D relativement a` deux me´triques distinctes de c. Pour g˜ et g dans c telles que g˜ = fg,
nous avons :
θg˜ = θg −
df
2f
. (37)
Nous sommes alors en mesure de de´montrer que la masse conforme de (M, c,D) ne de´pend
pas de la me´trique adapte´e choisie.
Proposition 3.5. Soit (M, c,D) une structure de Weyl ALF. Soient g1 et g2 deux me´triques
adapte´es a` (M, c,D). Nous avons :
mDh (g1) = m
D
h (g2).
De´monstration. D’apre`s la proposition 3.3, il existe f dans F telle que g2 = fg1. La formule
(37) et la proposition 3.4 nous donnent alors :
mDh (g2) = m
D
h (g1) +
1
2ωnL
lim sup
r→∞
∫
∂Br
∗h
(
(1−m)〈df, α˜Z〉hα˜Z − |α˜Z |
2
hdf
)
−
1
2ωnL
lim sup
r→∞
∫
∂Br
1
f
∗h
(
(1−m)〈df, α˜Z〉hα˜Z − |α˜Z |
2
hdf
)
.
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De plus, d’apre`s le lemme 2.1.13 page 519 de [12], pour toute fonction f dans F et pour toute
n-forme ω sur M telles que ω = O(r1−m), nous avons :
lim sup
r→∞
∫
∂Br
1
f
ω = lim sup
r→∞
∫
∂Br
ω,
Par conse´quent, les deux derniers termes du calcul pre´ce´dent s’annulent et nous obtenons :
mDh (g1) = m
D
h (g2).
Il nous reste a e´noncer et de´montrer le the´ore`me de la masse positive conforme pour les
structures de Weyl ALF.
The´oreme 3.6. Soit (M, c,D) une structure de Weyl ALF de dimension m+ 1. Supposons
que la courbure de Ricci de D est positive. Alors la masse mDh de (M, c,D) est une forme
quadratique positive sur Z .
De´monstration. Soient g une me´trique adapte´e a` (M, c,D) et ∇g la connexion de Levi-Civita
de g. Soient Z dans Z et α˜Z la forme duale de Z relativement a` la me´trique h. Conside´rons
la 1-forme αZ associe´e a` α˜Z donne´e par le lemme 2.4. Posons α = l
4−(m+1)
2 αZ = l
3−m
2 αZ , ou` l
est la section de L correspondante a` la me´trique g. Soit (Mr) une suite strictement croissante
de compacts de M tels que ∂Mr = ∂Br. D’apre`s la formule de Bochner conforme 1.5, nous
avons : ∫
Mr
(
|Dα|2 +RicD(α♯, α♯)− |DDα|2
)
= −
∫
Mr
δD(ζα),
ou` ζα(X) = 〈α,DXα + δ
D(α)X♭ − XydDα〉 pour tous champs de vecteurs X sur TM .
De´montrons que le membre de droite de cette e´galite´ converge vers la masse conforme de
(M, c,D) lorsque r tend vers l’infini. Nous commenc¸ons par exprimer la divergence conforme
de ζα relativement a` la me´trique g. Notons que :
ζα(X) = 〈α,DXα〉+ δ
D(α)α(X) + dDα(α♯,X). (38)
D’apre`s la formule (8), nous avons :
Dα = ∇gα+ (k − 1)θg ⊗ α− α⊗ θg + c(α, θg)c
En contractant la formule ci-dessus par la 1-forme α de poids (3−m)/2, nous obtenons :
〈α,DXα〉 = 〈α,∇
g
Xα〉+
1−m
2
|α|2θg. (39)
D’apre`s la formule (10), nous avons :
dDα = dα+
(3−m)
2
θg ∧ α. (40)
Nous en de´duisons imme´diatement la formule :
dDα(α♯, ·) = dα(α♯, ·) +
3−m
2
〈θg, α〉α −
3−m
2
|α|2θg. (41)
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De la meˆme fac¸on que pour la formule (10), nous de´montrons :
δD(α) = δ(α) −
(m+ 1)
2
〈θg, α〉. (42)
Enfin, en utilisant les formules (39), (41) et (42) pour calculer ζα, nous obtenons :
ζα(X) = ζ
g
α(X) − |α|
2θg(X) + (1−m)〈θg, α〉α(X), ∀X ∈ TM, (43)
ou` ζgα(X) = 〈α,∇
g
Xα + δ(α)X
♭ − Xydα〉. Rappelons que lorsqu’une me´trique g est fixe´e, le
fibre´ L est trivialise´ par la section l de L correspondante a` g. Nous avons alors l’identification
suivante :
−
∫
Mr
δD(ζα) = −
∫
Mr
δ(ζα)vg =
∫
∂Br
∗g(ζα), (44)
ou` vg et ∗g sont respectivement la forme volume et l’ope´rateur de Hodge associe´s a` g et ζα est
identifie´ a` une 1-forme re´elle surM . La formule (44) et l’expression (43) de ζα, nous donnent :
−
∫
Mr
δD(ζα) =
∫
∂Br
∗g(ζ
g
αZ
) +
∫
∂Br
∗g
(
(1−m)〈θg, αZ〉gαZ − |αZ |
2
gθg
)
, (45)
ou` 〈 , 〉g est le produit scalaire sur les formes induit par g. De plus, l’inte´grale du terme
∗g(ζαZ ) correspond au terme obtenu en inte´grant la formule de Bochner riemannienne, et
celui-ci converge vers la masse de la varie´te´ riemannienne ALF (M,g). En effet, le lemme 8
page 943 de [9] donne :
lim sup
r→∞
∫
∂Br
∗g(ζ
g
αZ
) = ωnLQh(Z). (46)
Les hypothe`ses de de´croissance de θg, de αZ et de la me´trique g nous donnent :
(1−m)〈θg, αZ〉gαZ − |αZ |
2
gθg = (1−m)〈θg, α˜Z〉hα˜Z − |α˜Z |
2
hθg +O(r
3−2m). (47)
Par conse´quent, par passage a` la limite supe´rieure dans l’e´quation (45), nous obtenons la
formule suivante :
−
∫
M
δD(ζα) = ωnL
(
Qh(Z) +
1
ωnL
lim sup
r→∞
∫
∂Br
∗h
(
(1−m)〈θg, α˜Z〉hα˜Z − |α˜Z |
2
hθg
))
.
Nous voyons donc apparaˆıtre la masse de la structure de Weyl ALF (M, c,D) et nous avons :∫
M
(
|Dα|2 +RicD(α♯, α♯)− |DDα|2
)
= ωnLm
D
h (Z). (48)
Il nous reste a` montrer que
∫
M
|DDα|2 = 0. D’apre`s les formules (40) et (42), nous avons :
D
Dα = δD(α) + dDα = (d+ δ)αZ −
m+ 1
2
〈θg, αZ〉g +
3−m
2
θg ∧ αZ . (49)
Par construction, nous avons (d + δ)αZ = 0. D’apre`s les hypothe`ses de de´croissance de θg,
nous avons donc 〈θg, αZ〉g = O(r
2−2m) et θg ∧ αZ = O(r
2−2m). Ainsi, nous obtenons :
lim sup
r→∞
∫
∂Br
|〈θg, αZ〉g|
2vg = lim sup
r→∞
∫
∂Br
|θg ∧ αZ |
2vg = 0. (50)
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L’e´galite´ (50) et l’e´quation (49) donnent alors :∫
M
|DDα|2 = 0. (51)
Nous de´duisons des formules (48) et (51) la formule suivante :∫
M
(
|Dα|2 +RicD(α♯, α♯)
)
= ωnLm
D
h (Z). (52)
Par conse´quent, lorsque l’ope´rateur de Ricci est positif, la massemDh est une forme quadratique
positive.
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